Correction du DST n°6

Exercice 1

1
1. On sait d’apres le cours que f est dérivable sur R et que pour tout = € R, f/(z) = T3 22
x

Pour tout entier n > 1, f est donc continue et dérivable sur [n,n + 1]. D’apres le théoréme des accroissements finis, il
existe un réel ¢ €|n,n + 1[ tel que :

fin+1) = f(n) = f(c)(n+1-n)=f(c)

Donc :

1 1

1) — = |f - <

Fo+ 1) = fmI = 1f ) = o < T
1

carn<c<n+ldoncl+n2<1+¢2donc ——< ——.

1+c2 1+ n?

. . 1 . .
2. On a ﬁ ot # et on sait que la série de terme général — converge (série de Riemann convergente car 2 > 1),
— 400 n

donc la série de terme général ﬁ converge par comparaison de séries positives.

D’apres la question précédente, on a pour tout n > 1 : |u,| < ﬁ’ donc la série de terme général |u,| converge par
comparaison de séries positives. La série de terme général u,, converge absolument donc converge.

Exercice 2

1 00 010
1. OnaP2:(0 1 00 0 11 O O) et PP= |0 1 0] =1Idonc P est inversibleet P! =P2=(0 0 1
0 0 1 1 00
1 2 0
2. On calculer et on trouve bien P~'AP = P2AP= |0 1 2
0 0 1
3. (a) Vraipour n=0car P71A°P =P~ 1IP=1=L0.
Si c’est vrai pour un rang n € N quelconque, alors
L =L
=LP'A"P par hypothése de récurrence
=P tAPP AP d’apres la question précédente
=ptAmtip
donc par récurrence P~'A”P = L™ est vrai pour tout entier naturel n.
020 0 0 4
(by J=[0 0 2].Oncalcule J2= {0 0 0| puis J?=0.
0 0 0 0 0 O

(¢) I et J commutent (car I commute avec toutes les matrices). Pour tout entier n > 2 on a donc L™ = (I 4+ J)"
Sreo (Z)Jkln’k. Or pour tout k € [0,n], I"* = I et pour tout k > 3, J* = 0. Ainsi :

n_ (T 70 ny 5 ny ;2
L _<O>J +<1)J +<2>J
:1+nJ+@J2

(d) On a donc pour tout n > 2 :



1 00 0 2 0 n(n —1) 0 4
L"=10 1 0|4+n{0 0 2]+ 5 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 0
1 2n 2n(n-—1)

=10 1 2n

0 O 1
1 2 0 1 00

Pour n = 1 la matrice ci-dessusest |0 1 2| =L'etpourn=0cest |0 1 0| =1 = L°. Le résultat reste

0 0 1 0 0 1

donc vrai pour n =0et n=1.
(e) Il suffit de combiner les résultats des questions 3.(a) et 3.(d).

Pour tout entier naturel n, P~1A"P = L™ donc A" = PL"P~! = PL"P?, et donc :

00 1\ /1 2n 20(n—1)\ /0 1 0
A"=(1 0 0 0 1 2n 0 0 1
01 0 0 0 1 1 0 0
0 01 2n(n—1) 1 2n
=11 0 O 2n 0 1
010 1 0 0
1 0 0
=|2n(n—-1) 1 2n
2n 0 1
(a) (uy) est une suite constante donc pour tout n € N*, u,, = uy = 1.
(b) Pour tout entier n > 1, on a :
1 0 0 Up,
AX,=(0 1 2] [,
2 01 Wy,
Up,
= | v, + 2w,
2Up + Wy,
— An41
() X1 =1IX; =A"X; = A'"1X; donc vrai pour n = 1.
Supposons que X, = A" "1 X; pour un entier n > 1 fixé. Alors :
X1 = AX, d’apres 4.(b)
= AA"IX, par hypothese de récurrence

=A"X,
donc le résultat est vrai au rang n + 1.

Par récurrence on en conclut que pour tout entier n > 1 on a : X,, = A» 1 X;.
1
(d) Ona X; = | 0| donc d’apres la question 3.(e) et 4.(c) on a donc, pour tout entier n > 1 :
2



1 0 0
Xp=|2n—-1)(n-2) 1 2(n-1)
2om-1) 0 1
1
=(2(n—1)(n—-2)+4(n—-1)
2(n—1)+2
1
= 2n(n—1))
2n

donc pour tout entier n > 1 on a : v, = 2n(n — 1) et w, = 2n.

Exercice 3

1. (a) Calculons :

-2
-2
-2

e S )

donc u(by) = (—4,—-2,-2,—-2) = —2b;.

-3
-3
-1
-3

W = W W

donc u(be) = (—3,-3,—1,-3) = —bs
(b) Les réels A\; = —2 et Ay = —1 vérifient bien u(b1) = A\1b1 et u(ba) = Azba.
2. (a) Calculons :



—T7r+ 14y + 62 — 10t =
=3z + Ty + 3z — 6t
=3z + 6y + 2z — 4¢

—zr+4dy—4t =

|
cooo

=0«

s
+ e 8

—r+4dy -4 =
—14y + 6z 4 18t
—5y + 3z + 61
—6y+22+8 =

Il
cooco

—x+4dy—4t =
—Ty+3z+9t
—dy + 3z + 6t
“3y+z+4t =

o O OO

—r+4y -4t =
—Ty+3z2+9 =
6z —3t =
—2z4+t =

o O oo

—rx+4dy—4t =
—Ty+3z2+9t =
22—t =

0 =

(e el e an)

8
|

4y — 4t
1(3z+9t)
= 2z

!

= 4z
= 3z
= 2z

~+~ < 8

= (z,y,2,1) = 2(4,3,1,2)

donc le vecteur by = (4, 3,1,2) est dans le noyau de u et vérifie z = 1.

(b) On en déduit que u(bz) = 0 = 0bs.

(a) Comme dim(R*) = 4 il suffit de montrer que la famille (by,bg,bs,eq) est libre. Soit (z,y,z,t) € R?* tels que
b1 + yba + zbs + teq = 0, alors

2¢4+3y+4z = 0 x+3y+2z = 0
z+3y+32z = 0 —3y—2z = 0
z+y+z = 0 At —2y—2z = 0
r+3y+2z24+t = 0 —z+t = 0
r+3y+2z = 0

— —3y—2z = 0

-2z =0

—z+t = 0

= r=y=z=t=0

donc (b, ba, b3, e4) est une famille libre, donc c’est une base de R*.
(b) On a u(bl) = 721)17 U(bg) = 71)2, U(bg) = Obg, et U(€4) = (710, 76, 74, 74)

Exprimons u(e4) dans la base (b1, ba, bs, e4) : on vérifie facilement que —3b; — bs + e4 = (—10,—6, —4, —4) donc
u(eq) = —3by + 0by — b3 + ey, d’ol la matrice A’ :



-2 0 0 -3

, 0 -1 0 0
A = Matlg/ (U) = 0 0 0 —1
0 0 0 1

4. (a) A -1 = est une matrice échelonne de rang 3, comme 3 < 4 cette matrice n’est pas

o 0 -1 -1
o 0 0 O
inversible d’apres le cours.

(b) A’ — I n’est pas inversible donc A’ — I n’est pas injective donc Ker(A’ — I') # {0} donc Ker(A’ — I) contient des
vecteurs non nuls.
(c) D’apres la question précédente il existe un vecteur colonne X € Ker(A’' —I) avec X non nul, donc (A’ —I)X =0,
donc A’X — X =0 donc A’X = X.
(d) Soit by le vecteur de R?* représenté par X dans la base B’. Alors d’apres la question précédente u(by) = by.
5. Comme u(by) = by, la matrice de u dans la base B” est :

2 0 00
v o -1 00
A" =Mats )= o 0 o o

0 0 0 1

donc A” est bien diagonale.
6. En posant P la matrice de passage de la base canonique a la base B” on a d’apres la formule de changement de base :

A" = P71AP

Exercice 4

1. (a) A Dissue dans la lére expérience, on a soit ajouté une boule blanche dans I'urne, soit ajouté une boule rouge. Le
nombre de boules rouges dans I'urne est donc 1 ou 2 donc X;(92) = {1,2}.

(X1 = 1) est réalisé si et seulement si la premiére boule tirée est blanche, et (X; = 2) est réalisé si et seulement
si la premiere boule tirée est rouge d’ou :

donc X7 — U([1,2]).

Calculons :

et d’apres la formule de transfert :

1 1

—12x =492 =

Xty
_b
)
dOnCV(Xl):E(X%)*E(X1)2:g—%:%

(b) [X2=1] =B N By, [Xy=2] =

—~

R1 ﬂBg)U (Bl ORQ) et [XQ :3] = Rl mRz.



(¢) On a X2(Q) ={1,2,3} car on a ajouté entre 0 et 2 boules rouges lors des deux premiers tirages.

D’apres la question précédente :

donce X5 — U([1,3]).

1 21 2
On en déduit que E(X3) = 3% =2et V(X3) = 3 THE
1

(d) Calculons une & une les 6 probabilités de la loi du couple (X7, X5) :
1
L] P(Xlzl,ngl):P(Bl ﬂBg) g
1 1 1
.P(Xli].,XQZQ) P(BlﬂRz) §X§:6
e P(X; =1,X5=3) =0, le nombre de boule rouge dans I'urne ne pouvant augmenter que de 1 en 1.
e P(X; =2,X5 =1) =0, le nombre de boule rouge dans I'urne ne pouvant pas décroitre au cours des tirages.
1 1 1
.P(X1:2,X2:2) P(R1QB2):§X§:6
1 2 1
P(X:=2,X,=3)=P —xZ==
o P(X1=2,X=3) (RN Ry) 55373
Pour résumer :
Xo
X, 11213
1 1 &1]0
> oty

(e) D’apres la formule de Koenig-Huygens : Cov(X1, Xo) = E(X1X2) — E(X1)E(X32).

Calculons :

2 3
E(X1X>) ZZ iyP(X1 =1, X3 = j)

1 1 1 1
=1x1Ix-4+1x2x-= 2X2X =42 —
X ><3+ X ><6+0+0+ X x6+ ><3><3



~

donc

10 3 1
COV(Xl,XQ) = ? - 5 X 2= g

Cov (X7, X2) # 0 donc X; et X5 ne sont pas indépendantes.

(X, =1] = (j_, Bx-
D’aprés la question 1.a) P(X; = 1) = 1 et P(X; = 1) = %, donc le résultat est déja vrai pour n =1 et n = 2.

1
Supposons que pour un entier n > 1 quelconque on ait P(X,, = 1) =P ((,_, Bx) = R Alors
n

P(Xp1=1)=P (ﬁ Bk>
k=1

=P (ﬂ Bk> X Pp,n...nB, (Bni1)
k=1

1 1
= ) X ZI 5 par hypothese de récurrence
1
42

donc le résultat est encore vrai au rang n + 1. Par récurrence on en conclut qu’on a bien pour tout n > 1 :

1

De méme, (X, = n+ 1] = (;_, Rk : la seule facon d’avoir n + 1 boules rouges & l'issue du n-éme tirage est si
toutes les boules tirées sont rouges.

1 1
On a déja vu que P(X; = 2) = = et P(Xy = 3) = 3 montrons par récurrence que pour tout entier n > 1 on a
1 .
n+1"

P(Xp =n+1) =P (e Bi) =

n+1
P(Xp41=n+2)=P (ﬂ Rk>
k=1

=P Rk> X Prypenk, (Rot1)
k=1

1 1
= x 2 + par hypothese de récurrence
n+1l n+2
1
n42
, 1
donc par récurrence, pour tout n > lona:P(X,=n+1) = T
n

Soit k € [[2,n + 1]. Supposons I'événement [X,, = k — 1] réalisé, alors au moment du n + 1-éme tirage il y a k — 1
boules rouges dans 'urne et n + 2 boules au total. La probabilité de [X,,+1 = k], c’est & dire la probabilité de
passer a k boules rouges, est la probabilité de tirer une boule rouge :

k—1
n+2

Pix,—k—1)(Xns1 = k) =Pix, —p—1)(Rng1) =

Supposons maintenant que 1’événement [X,, = k] est réalisé. Alors au moment du n + 1-eme tirage il y a k boules
rouges sur 1+ 2 boules au total, la probabilité de [X,,+1 = k], c’est & dire la probabilité de tirer une boule blanche,
n+2—k

est ———— donc :
n+2



3.

(d)

(a)

(b)
(c)

n+2-—k

Pix, =k (Xn+1 = k) = Pix, =) (Bnt1) = 1o

Pour que [X,,11 = k] soit réalisé, il faut que le nombre de boule rouge dans 'urne apres le n-éme tirage soit k
ou k — 1 (on ne peut pas diminuer le nombre de boules rouges, on ne peut pas ’augmenter de plus de 1). On en
déduit a ’aide de la formule des probabilités totales :

P(Xn1 = k) =P(Xp =k = DPx, —p—1)(Xns1 = k) + P(Xp = k)P, =) (Xpg1 = F)

k—1 n+2-—k
= PX,=k—-1 _
n+2 (Xn )+ n+2

P(X, = k)

On a déja montré que ce résultat est vrai pour n = 1 et n = 2 dans les questions 1 et 2.

Supposons que X,, — U([1,n + 1]) pour un certain entier n. Alors, X,,11 est a valeurs dans [1,n + 2]. On a
d’apres la question 3.b) :

P(Xn+1 = 1) :P(Xn+1 = n—|—2) = nto2

et pour tout entier k € [2,n + 1] on a d’apres la question 3.d) :

k-1 n+2—k
P(X"""l :k) = mP(Xn:k—l)‘FW

k—1 1 n+2-—k 1
X + X
n+2 n+1 n+2 n+1
1 Xk—1+n+2—k

n+1 n+2

P(X, = k)

par hypothese de récurrence

1 y n—+1
n+l n+2
1
n+2

donc X, 41 suit bien la loi uniforme sur [1,n+2]. Par récurrence on en conclut que : ¥n € N, X,, < U([1,n+1]).
Par symétrie du probleme, Y, suit la méme loi que X, (il suffit de repeindre les boules blanches en boules rouges
et inversement pour se ramener a la méme situation).

Pour tout entier n > 1, X, +Y,, est le nombre total de boules dans I'urne a ’issue du n-éme tirage : X,,+Y, = n+2.
On aY, =n+2— X, donc d’apres le cours p(X,,Y,) = —1.

Exercice 5

1.

(a)
(b)

Y () = [2; +o0].
Pour tout entier k > 2, (Y = k) est réalisé si les k — 1 premiers objets sont placés dans la méme boite et le k-éme
est placé dans une boite différentes des premiers.

k-2
La probabilité que k — 1 objets successifs soient placés dans la méme boite est (3) (car une fois le premier

objet placé chaque objet suivant a probabilité 3 d’étre placé dans la méme boite que le ler), et la probabilité que

2
le k-eme soit placé dans une boite différente est alors 3" Ainsi :



9 RH1=2 o pqy k-l
(¢) Y —1 est & valeurs dans N* et pour tout k e N*, P(Y -1 =k)=P(Y =k+1) = 3 () =3 () donc

2
Y — 1 suit la loi géométrique de parametre —.

d) On en déduit E(Y —1) = 3 donc E(Y) —1 = 3 donc E(Y) = 3. De méme, V(Y —1 :1—/3=§dochY :3
2 2 2 4/9 4

1.
2. (a) Notons d’abord que si £ € {1,2} ousik=1ousi{ <kalorsP(Z=/¢|Y =k)=0.
Si (Y = k) est réalisé, alors apres le k-eme objet placé il y a deux boites occupées et une boite vide. Pour tout
¢ >k, on a alors (Z = {) réalisé si et seulement si les objets k+ 1 & ¢ — 1 sont placé dans les mémes deux boites
que les k premiers, et le /-eme est placé dans la boite vide. On a donc :

o\ (1= (k+1)+1
P(Z=(]Y =Fk)= <3>

(b) On en déduit que pour tout k > 2 et tout £ > k+1on a:

) 1 2Z—k—1 2€—k
B(Z=0Y =k =P =k) xB(Z=|Y =k) = X 55 x = = 575

3. Soit £ >3.0mn a:

’
= — E ok par interversion du sens de sommation

-1 =1

2 1

4. Pour tout £ > 3, {P(Z =¥) = ¢ <3) -2 (3) . On reconnait deux termes généraux de séries géométriques
dérivées convergentes (car —1 < 2 < 1et —1 < & < 1). Ainsi, Z admet une espérance et :

S50

=3
_ (1222x§1> 2(11 22le&1>
(1-3) (1-3)
11
2
2 2\7% 2 1\
De méme, {({ — 1)P(Z =¢) = 56(5 -1 (3) - gé(ﬁ -1) (3) . On reconnait une combinaison linéaire de termes

généraux de séries géométriques dérivées seconde convergentes, donc Z(Z — 1) admet une espérance d’apres le théoreme
de transfert et :



2 2 2 2
-3 e 2T 3 s 2
(1-3) (1-3)
104 19
3 6
_ 180
6
Finalement :
189 11 222
E(Z)=E(Z(Z-1)+2)=E(Z(Z-1))+E(Z) = o~ T35 =%
et d’apres la formule de Koenig-Huygens :
121 27
V(Z)=E(Z*) — E(Z)* =37 - T -7
5. (a) On a déja calculé E(Y) et E(Z), il faudrait calculer E(Y Z) :
+oo ¥
E(YZ)=Y_> kPY =k Z =10
£=3 k=2

lexpression exacte est longue et difficile & exprimer (il faut les expressions de f;_:lz kxz*~1 en fonction de ¢ qui
2 ¢
).

-1 K r—x
On peut trouver Cov(Y, Z) plus simplement en remarquant que Z = Y + T ou T suit une loi géométrique de

s’obtiennent en dérivant 'égalité ), 5 2" = 1
—x

parametre — indépendante de Y. En effet, Z est le temps d’attente pour remplir deux boites plus le temps d’attente

pour mettre un objet dans 'unique boite vide.

Ainsi :

Cov(Y,Z) =Cov(Y, Y +T) =Cov(Y,Y)+  Cov(Y,T) =V(Y)=-

= 0 par indépendance

(b) Cov(Y,Z) # 0 donc Y et Z ne sont pas indépendantes.

~ Cov(Y,2) V(YY)  3/4 1
(c) p(Y,2) = \/V(Y)V(Z) o \/V(Y)V(Z) B \/3/4 x 27/4 e

10



